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EXTENSIONS DE KlbEAUX DE CONNEXITk DONNkE 
1. It~froduction 
Get article a et6 motivP par un probltme post par Delory, de Thomson. 11 
s’agissai 1: 
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-de  construire un reseau de quelques processeurs ayant des propridtes de 
connexite (resistance aux pannes) et des contraintes physiques (nombre de liaisons 
directes limitees); 
-de  lui a jouter un 5. un autant de processeurs qu 'on  le desire en conservant les 
propr ietes et en respectant les contraintes. 
Le reseau sera modelise par un graphe. Le nombre min imum de processeurs du 
reseau qui doivent tomber en panne pour disconnecter le graphe n'est rien d 'aut re  
que le connectivit6 du graphe, notee k. Le nombre maximum de liaisons qu 'un 
processeur pent avoir est le degr6 maximum, note A. 
La volonte de garder une connexite elevee lors de l 'extension va nous empecher 
d'ut i l iser  la not ion d'extension telle que l 'a  definie Berrada dans sa thbse. En effet, 
elle s ' interdit  lors d 'une extension de remettre n cause les l iaisons ddja_ existantes 
alors que nous montrons que cette restriction peut ~tre contradictoire avec les 
object i fs que nous nous sommes fixes. 
On appel lera dans la suite une extension (A,k, I)) (off necessairement A _>k) d 'un  
graphe G(io) une famille infinie de graphes G(io),G(il),G(ie) . . . .  telle que: 
- 'v'n ~ 1, i,, - i,, I - P ,  
- Vn___O, tous  les sommets  de G(i,,) sont  de degre  in fdr ieur  ou  dgal fit A ,  
-Vn_>O,  les G(i,,) sont  k -connexes .  
Dans cette etude un autre parametre jouera  un rele important ,  il s 'agit du diambtre 
du graphe qui est la distance maximum entre toute paire de sommets. I1 traduit  la 
rapidit6 des communicat ions dans le reseau: c'est le nombre maximum de relais 
ndcessaires au passage d 'un  message ntre deux processeurs quelconques. 
lntuit ivement un reseau avec un nombre donne de processeurs era d 'autant  
meil leur que son graphe associ6 aura une grande connexit6 el des petites valeurs 
cl et D. 
Le problbme de construire des graphes de diambtre D et de degr6 maximum A 
ayant le plus de sommets possible, n(A, D), est connu dans la l i tterature (voir 
[1, 2] pour des synthhses ur ce sujet). Ces differentes etudes montre que l 'accroisse- 
ment du graphe ne peut se faire sans variat ion de A ou de D. Dans sa thhse [3], 
Berrada a choisi de faire varier A et de fixer D. ici au contraire,  nous considerons 
que les contraintes physiques ont incontournables et que A ne peut en aucun cas 
varlet.  Ce choix est en fait trbs contraignant et empeche l 'ut i l isat ion des "bonnes  
fami l ies"  de graphes connues auparavant .  
Nous donnons ici le nombre moyen min imum de liaisons qu' i l  faut remettre n 
cause/t  chaque Crape pour que l 'extension d 'un  graphe G donne soit theor iquement 
possible. Nous appel lerons le fait de suppr imer une liaison existante un remail lage. 
Nous donnons ensuite des graphes init iaux et des extensions qui permettent 
d 'at te indre  ces bornes. Le cas A = 6 et k = 4, a 6t6 etudie plus part icul ierement;  nous 
donnons notamment quelques resultats pratiques de cette extension. 
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2. Existence d'une borne th~orique 
Pour  conserver la k-connexit6 lots de l 'adjonction d 'un sommet, il est n6cessaire 
que ce nouveau sommet soit connect6 fl au moins k sommets du graphe. L'id6al 
serait de disposer fl chaque 6tape de k sommets non satures c'est fl dire dont le degr6 
soit strictement infdrieur fl A. Ainsi les graphes successifs de la famille seraient 
obtenus ans qu'aucune liaison existante ne soit remise en cause. Autrement dit G(j) 
serait un sous graphe de G(i) si j___ i. Malheureusement une telle extension 'est pas 
toujours possible d'ofi la ndcessit6 de libdrer parfois des liaisons existantes. Le 
lemme suivant nous donne une borne infdrieure du nombre moyen minimum de 
liaisons fl supprimer par 6tape lots d'une extension infinie. 
Lemme 2.1. Quel que soit le graphe initial k-connexe t de degrO maximum A, le 
nombre moyen de remaillages par Otape pour une extension infinie (A, k, 1) a pour 
borne infOrieure: 
ro(A, k, 1) = Sup(k -  ½A, 0). 
D~monstrat ion.  Soit r(n), le nombre de remaillages pour passer de G(n) fl G(n + 1). 
On notera: d(x), le degr6 de x, d(x) le nombre A -d(x) .  
On appelle, d(G(n)), le degr6 de libert6 de G(n): 
d(G(n)) = ~ d(x). 
x ~ X(G(n)) 
Pour  passer de G(n) fl G(n + 1), il faut connecter le nouveau sommet a fl au moins 
k sommets du graphe de G(n) et on a: d(a)<_ A -k ,  
d(G(n + 1)) = d(a) + ~ d(x). 
x~G(n+ 1)- {a} 
Dans G(n + 1) -  {a}, on a ajout6 1 comme degr6 fl k au moins des sommets, qu 'on 
a reli6s fl a, et on a supprim6 r(n) ar~tes qui interviennent par 2r(n) dans la somme 
des degr6s. Donc, 
Soit 
d( G(n + 1)) _< d( G(n)) - k + (A - k) + 2r(n). 
d(G(n + 1)) - d(G(n)) < (A - 2k) + 2r(n). 
En sommant de i0 fl n+ 1 on obtient 
d(G(n + 1)) - d(G(io) <_ (n + 1 - io)(A - 2k) + 2 ~ r(i). 
i=io 
Soit ~7=ior ( i )>(n+l - io ) (k -½A)-d(G( io) ) .  Or le degr6 de libert6 du graphe 
initial est fini, donc pour que l'extension infinie soit possible, il faut que la moyenne 
de r soit sup6rieure ou 6gale fl k-½A.  En effet la moyenne de r(i) doit etre 
sup6rieure fl
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k fA 3(G(i°)) 
n+ 1 - i  o 
pour l'extension jusqu'h G(n); le passage /~ la limite implique le rdsultat. =-I 
Dans la suite de ce travail, nous allons montrer que cette borne est la meilleure 
possible. C'est /t dire que quels que soient A et k, il existe un graphe initial et une 
extension infinie (A,k,  1) qui admet un hombre moyen de remaillages 6gal /t 
tb(d, k, 1). Si ce nombre est entier, on montrera, de plus, qu'il est possible d'avoir  
exactement to(A, k, 1) remaillages gt chaque dtape. 
3. Quelques propositions ur les suites graphiques 
Soit d=(d~,dz . . . . .  d~,) une suite d'entiers tels que d I>_d,>>_ ... >_d,. Une telle 
suite est dire graphique s'il existe un graphe simple qui a cette suite de degr6s. 
Proposition 3.1. Soil d (dl,d2 . . . . .  d , )  une suite d'entiers tels que d j :A>_  
d~_>_ ... >_d,=k. ll existe c~ o tel que si c~>_c~ o on a: (d~,d2 . . . .  ,dry) est une suite 
graphique si et seulemeni si la somnw des d~ est paire. 
D6monstration. Une suite d (dt ,d2 , . . . ,d , )  est graphique si el seulement si [4]: 
• di=-O mod 2, 
i I 
VII, l<_fl<_c~-l, O<_fl(f1-1)+ inf(fl, di) Y d,. 
l I ;~1  l I 
On appelera A/~ le second membre de cette indgalit6. I1 suffit donc de montrer que 
l'indgalitd est toujours vdrifide pour o~ assez grand. 
Cas 1" l<_ f l~k.  On a inf(fl, d,) fl ct ~ jdi<_/JA, d'oil .4/;>fl(fl 1)+ 
f l ( cz - f l ) -A f t .  11 suffit donc que c~ soil supdrieur /~ A + 1 pour avoir A/~>_O. 
Cas 2: k<_fl<_c~- 1. On a inf(fl, di)>_k, d'ofl A/~>_fl(fl- l )+k(c~-/3)  /]A fi2 
(A +k+ l)fl+/<c~. Ce polyn6me est toujours non ndgatif si c~> 4~(A +k+ l)-'/k. 
En prenant c%=sup(A + 1,+(A +k+ 1)2/k), la proposit ion est vdrifide, i 
Proposition 3.2. Soil d = (d~, d2, ..., d,~) une suite graphique avec  d I z] > d 2 >_ . . .  >_ 
d,>_k. Alotw si k>2,  il e.viste c~ t, tel que si c~>_c~ l , des [  la suite graphique d'un 
graphe k-connexe. 
D~monstration. Une suite graphique d = (d 1, d>, . . ,  d,) ,  c~ >_ k, est la suite graphique 
d 'un graphe k-connexe si et seuleinent si [5]: 
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Vi, di>-k, (1) 
k 1 
di>.2(a-k)+ ~ d i - (k -1 ) (k -2 ) ;  (2) 
i k i=1  
or Vi A >__di>_k, l ' in6galit6 (2) sera donc v6rifi6e si 
soit 
(a - k + 1)k >__ 2(c~ - k) + (k - 1)A - (k - 1)(k - 2), 
(k - 1) 2k 
u_> (A+2)  - -  -a l .  
(k - 2) (k - 2) 
On remarque,  si k = 2, que Propos i t ion 3.2 n'est pas v6rifi6e: posons A = d~ = 4 
et di= 2, Vi> 1. Cette suite est forc6ment la suite graphique d 'un  graphe constitu6 
de deux cycles ayant un sommet en commun,  qui est doric un point d 'ar t icu lat ion 
du graphe, et de cycles disjoints. Ce graphe n'est pas 2-connexe quelque soit son 
ordre a. 
Wang et Kleitman donnent,  dans [5], un algorithme qui permet de construire un 
graphe k-connexe h part ir  d 'une suite de degr6s si celle-ci v6rifie 6videmment les 
condit ions n6cessaires et suffisantes cit6es lors des preuves des deux proposit ions.  
Les d6terminations de u0 et de cfi sont donc suffisantes pour construire les graphes 
init iaux des extensions. 
Dans la suite nous appel lerons Xi(G) ou X i (lorsque aucune confusion est 
possible) l 'ensemble des sommets de degr6 i de G. 
Corol la i re 3.3. II existe un graphe initial G O k-connexe de degrd maximum A et une 
extension (A, k, 1) infinie de ce graphe sans remaillage si et seulement si k<_ ½A. 
D6monstration. (i) Si k>½A alors ro(A,k, 1)>0 d'aprbs Lemme 2.1 et donc on ne 
peut trouver d 'extension infinie sans remail lage. 
(ii) Soit k<_½A et k '  la patt ie entibre de ½A. On remarque que k<_k' et donc que 
tout graphe k' -connexe st k-connexe. 
Choisissons A pair et un graphe k'-connexe initial Go tel que: 
Vi< ½A IXi]=O, 
W>_½A IXi] > 1. 
L 'existence d 'un  tel graphe est garantie par les proposit ions 1 et 2. En effet il suffit 
de prendre un nombre a de sommets assez grand et une suite de degr6 telle que 
d/pa i re .  A chaque &ape de l 'extension ~part ir  de ce graphe, on relie le nouveau 
sommet ~t un sommet de chaque Xi, ½A <i<A. On remarque que le graphe reste 
k ' -connexe,  et V i<A,  ]Xil est constant.  L 'extension est donc toujours possible. 
Si A est impair,  il suffit de remplacer ½A par la part ie entibre de ½A, et i<A par 
i<A-1 .  [] 
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Le problbme d 'une telle extension est que le diambtre d 'un graphe quelconque de 
la famil le est proport ionnel  f  son ordre n/k'. La possibi l ite ou la necessite de faire 
des remail lages permet d 'amel iorer  sensiblement ces resultats (voir Section 5). 
Exemple 3.4. A = 6, k = 3, le graphe initial est G(9). G(9) est obtenu fl part ir  de K6 
(graphe fl six sommets dont tous les sommets ont relies deux fl deux), en a joutant  
3 sommets a, b, c relies par un triangle, a est relic fl 3 sommets du K~, b fl 2 autres 
et c au dernier (Fig. 1). On dira que G d 'ordre  n a la propr ie ie Ps i  
ix~>!--n- 3, IXsl--jx~! = Ix~!-~.  
On remarque que G(9) a la propr iete Pet  que cette propr iete se conserve lorsqu'on 
connecte un nouveau sommet aux trois sommets non satures: G(10) a donc aussi la 
propr iete P. L 'extension peut done se poursuivre indefiniment.  
4. Existence d'extension optimale infinie 
Propos i t ion 4.1. Soit G(X, E), un graphe k-connexe, Eo un sous-ensemble d'aretes 
de G. On appellera V(Eo) l'ensemble des" sommets incidents aux aretes de I~]). Soit 
V un sous-ensemble d X tel que: 
vn v(E,,)=o, IvI+Iv(E,,)I>-~-. 
Soit G ' - (X+ {x}, E') avec E '=E E0+ {(x ,y ) :ye  VU V(E0)}. Alors si G -Eo  esl 
(k -  l )-connexe, G' es't k-connexe. 
Demonstrat ion.  Soit S un separateur de cardinal  min imum de G'. Soient y et z, deux 
sommets de G '  n 'appar tenant  pas fl S mais appartenant  fl deux composantes 
differentes de G' -S .  Dans la suite on supposera y~x.  ]SJ>_k-1 car G-Eo  est 
v v v 
G( 10 L X~ X~ X4 X~ 
Fig. 1. 
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(k -1 ) -connexe .  On raisonne par l 'absurde.  Supposons ]S l=k-1 ,  x~S sinon 
S -  {x} serait un sdparateur de G-  E0 de cardinal  k -  2. 
G'UEo 6tant obtenju en a joutant  un sommet de degr6 k ~ un graphe k-connexe 
est k-connexe. Donc il existe une cha~ne de y fi z dans G'UE o 6vitant S. Si cette 
cha~ne ne contient pas d 'arate de E 0 c'est une cha~ne deG' -S  entre yet  z d'of i  
contradict ion.  Si elle util ise des arates de E0; soit u (respectivement v) le premier 
(respectivement dernier) sommet o~ cette cha~ne rencontre E0; alors ou bien z =x  
et yux est une chaTne entre y et x 6vitant Set  E0; ou bien z4:x et yuxvz est une 
chaine entre yet  z 6vitant Set  E o. Dans les deux cas il y a contradict ion.  
Proposition 4.2. V(A, k, c) ~ N 3, k<_A, il existe ao tel que tout graphe k-connexe G 
de degr# maximum A et d'ordre sup&ieur ?7 t~ o admet un couplage E o v~rifiant: 
(1) (G-  E o) est (k -  l)-connexe. 
(2) Eo est de cardinalit~ sup&ieure ~t c. 
La d6monstrat ion va utiliser un lemme et un rdsultat de [4]: 
Lemme 4.3. Soit un graphe G de m ar6tes et de degr~ maximum A. G admet un 
couplage E o de cardinalitd sup~rieure ~ m/(2A - 1). 
D6monstration. Soit L(G), le l inegraphe de G. C'est un graphe d 'ordre  met  de degr6 
max imum 2A - 2. La stabilit6 de L(G) est donc sup6rieure/t  m/(2A - 1). Soit S un 
stable de L(G) de cardinalit6 gale /~ la stabilit6 de L(G). On peut associer / l  S un 
couplage de G de m~me cardinalit6. 
Th6or+me 4.4. [4]. Soit Gun graphe k-connexe ?ta sommets et soit m un entier tel 
que: 
m<_½max(k+l, L k -2  ] +3 
2k-  3 
alors G contient un ensemble E de m ar6tes tel que G-  E est (k -  1)-connexe. 
D6monstration de Proposition 4.2. Soit G k-connexe /~ a0 sommets et E un en- 
1t% semble de m = L• 0J ar~tes tel que G-E  est (k -  1)-connexe. L'existence d 'un  tel 
ensemble st garantie par Th6orbme 4.4 [4]. Le graphe partiel G '  engendr6 par E 
est de degr6 maximum A - k + 1 (G-  E est de degr6 min imum k-  1 et G de degr6 
max imum A.)  En lui appl iquant Lemme 4.3, on en d6duit que G' poss6de un 
couplage E0 de cardinalit6 sup6rieure ~t m'/ (2A ' -1 )  et donc ~ l ao / (A -  k). 
Comme E 0 est inclus dans E, G-Eo  est (k -1 ) -connexe .  En posant a0= 
10c(A-k ) ,  la proposi t ion est v6rifi6e. [] 
Th~or/~me 4.5. II existe un graphe initial k-connexe de degrd maximum A et une 
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extension (A, k, 1) infinie b partir de ce graphe qui admet un nombre moyen de 
remaillages (gal ~ ro(A, k) quels que soient A el k. 
D6monstral ion. On ne s'intOressera qu 'au cas off r0(A,k)>O car sinon Corollaire 
3.3 implique la solution. Soil a I=5A(A  k). D'aprbs Proposit ion 4.2, avec c 'A  
tout graphe G, d'ordre o_>oq, k-connexe et de degr6 borne par A, admet un 
couplage Ej "a au moins 4A aretes tel que G E~ soit (k -  1)-connexe. 
Dans un premier temps, on s'interesse en particulier au cas off A est pair et A - k 
est congru ga 0 ou 3 modulo 4. 
Soft donc c~_>oj, pour i, l_<i~<c~, posons di in f (A ,k - i+c0 .  D'aprbs Propo- 
sition 3.2, il existe c~, tel que si a->a2 alors d=(dj ,d2, . . . ,d~) est la suite graphique 
d 'un  graphe k-connexe. En effet v '~ d i~0 rood 2 si ~>A k car A est pair el 
A-  k est congru ~. 0 ou 3 modulo 4. It exisle donc G d'ordre c~_>sup(a~,oC~)=a0, 
k-connexe t ayant d comme suite graphique. Comme G n'a  que A - k sommets non 
satures (c'est ~. dire de degre inferieur strictement a A), on deduit qu 'au  moins 
4A -A  +k=ro(A ,k )  aretes de Ej relient deux sommets de degre A. 
D'aprbs Proposit ion 4.1, [e graphe G', obtenu en supprimant r0(A,/<, 1) de ces 
ar~tes et en ajoutant un somme[ relic a. toutes leurs extremitds et "a tousles sonanaets 
non satures, esl k-connexe et d'ordre o~+l_>a 0. Comme sa suite graphique est 
definie de la meme maniere que celle de G, I 'extension peut ainsi etre continuae ~a 
l ' inf ini .  
Les autres cas peuvent se deduire facilement: 
(1) Soit A pair et A -k - - -  1 ou 2 rood 4. On pose d/ -d  i pour tout i diff~renl de 
cx-:J +k,  cl,~ j _k A -  1 et d' - (d~,d"  ..... d~',); on peut alors faire les m~mes con- 
statations que precedemment. La construction diffbre de la precedente simplement 
par le fail qu 'on  ne connecte le nouveau somme[ qu'~. un seul de degre A - 1. 
(2) Soil A impair. Darts ce cas, on remarque que k esl obligatoirement stric[emenl 
inferieur/~ A (les graphes reguliers de degre impair et d 'ordre impair n'existent pas). 
On de f in i td '  comme dans le cas precedent, si g es[ assez grand alors on cons[arc 
que ou d ou d'  (le 'ou'  est ici exclusif) est la suite graphique d 'un  graphe possedant 
les proprietes voulues (k-connexe t remarque 1). 
Si cette suite est d, on prend un couplage ~. r06d, k)+!,  elements reliant des 
sommets de degre A et dent la suppression e fail diminuer la connexite que d 'un  
au plus. Le graphe obtenu, en supprimanl ces ar~tes et en connectant un nouveau 
somme[ ~. toutes leurs extremites eta. tousles sommets non salutes de degre different 
de A 1, est k-connexe t sa suite graphique st definie comme celle de d'. On verifie 
en effet que le degre du nouveau somme[ est 2(k-  4A)+I+(A  k - l ) ,  c'esl h 
dire k. 
Si cette suite est d', on prend un couplage ~. r0(A,k) ! elements relianl des 
sommets de degre A et dent la suppression e fail diminuer la connexite que d 'un  
au plus. Le graphe obtenu, en supprimant ces aretes et en connectant un nouveau 
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sommet /~ toutes leurs extrdmit6s et b. tous les sommets non satur6s est k-connexe 
et sa suite graphique est d6finie comme celle de d. 
Cette extension peut ~tre ainsi reproduite une infinit6 de fois; alternativement 
avec ro(A, k) + ½ et avec ro(A, k) - ½ remaillages. 
Avec toutes les valeurs possibles de A et k, on a doric montr6 que la borne d6finie 
Lemme 2.1 est la meilleure possible. 
5. Un  exemple  d 'extens ion  avec A = 6 et k = 4 
On a dans ce cas ro(A, k )= 1. 
On sait donc, d'aprbs Th6orbme 4.5, qu'il existe une extension infinie avec moins 
d 'un  remaillage par 6tape (et mame exactement 1 h partir d 'une certaine 6tape de 
l'extension). 
En s 'appuyant sur Proposit ion 4.1, on pourrait /t partir d 'un graphe tel que 
X4:¢:0 et Xs~e0, appliquer l 'algorithme A suivant: 
(i) choisir une ar~te de G(n) reliant deux sommets de )(6, 
(ii) choisir un sommet de X4 et un sommet de Xs, 
(iii) connecter le nouveau sommet aux quatre sommets prdc6demment 
s61ectionnds en supprimant l'arate. 
Seulement un tel algorithme risque d'etre catastrophique pour le diam6tre des 
diff6rents graphes de la famille. On ne peut non plus choisir les sommets et l'ar6te 
qui optimisent le diam6tre moyen car outre la complexit6 exponentielle de l 'algo- 
rithme, le choix opt imum/t  l'6tape n peut imposer des mauvais choix pour la suite 
de l'extension: d'ofi la n6cessitd d'appliquer une stratdgie globale. 
Nous donnons en annexe les r6sultats de diverses ex6cutions. Dans l 'algorithme 
A, on choisit au hasard l'ar~te /t supprimer /t chaque 6tape. L 'algorithme B 
comporte une succession de phases. Un sommet est choisi arbitrairement darts le 
graphe initial. Lots de la phase dles sommets ~ distance d du sommet prdcddemment 
choisi sont ajoutds. 
Pour  l 'algorithme B on divise les aretes en quatre types: 
(i) ddfinitives (reliant les sommets /t distance d/~ un sommet h distance d -  1), 
(ii) prioritaires (reliant les sommets ~t distance d -  1 /~ ceux h distance d -  1), 
(iii) les aretes reliant les sommets ~ distance d fi ceux ~t distance d -  1 qui ne sont 
pas de type (i), 
(iv) en attente (reliant deux sommets introduits dans la phase d). 
Les aretes choisies pour le remaillage sont d 'abord celles de type (ii); puis celles de 
type (iii). A la fin d'une phase, c'est h dire lorsque (ii) et (iii) sont vides, les aretes 
de type (iv) deviennent de type (ii). La construction permet de rajouter A(A - 1) d l 
sommets lors de la phase d. Le diam6tre moyen est donc de la forme ad  (1 <c~<2) 
alors que la meilleure valeur th6orique est d. 
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Pour  choisir l 'arete dans (ii) ou (iii), l 'a lgor i thme ddtermine le voisin ddfinit i f  
(unique) de niveau d -  1 du nouveau sommet et il tire au sort une arate de type (ii) 
adjacente ft. ce sommet,  ges diffdrentes ex6cutions de l 'a lgor i thme donnent routes 
des rdsultats excellents pour le diamEtre moyen du graphe obtenu. En effet, le 
graphe obtenu pour d -2  (37 sommets) ne peut pas avoir thdoriquement avec la 
construct ion choisie un diambtre moyen supdrieur ~. 2,2 alors que le rdsultat opti- 
mum est environ de 1,85 pour un graphe de 37 sommets ayant A =6.  En pratique, 
le diambtre moyen a toujours 6t6 entre 2,017 et 2,057. (Voir r6sultats pratiques en 
anllexe.) 
6. G~n~ra l i sat ion  des r~sultats precedents  
Lorsque 1'on connecte un graphe H d 'o rdre  p fi un graphe k-connexe G la k- 
connexit6 de l 'ensemble xige que: 
- chaque sommet de H dans le graphe r6sultant soit au moins de degrE k, 
- le hombre d'ar6tes ayant une extr6mitE dans H et l 'autre dans G soit au moins k. 
Lorsque p est 6gal ~. 1, les deux contraintes ont confondues.  Darts le cas g6nEral, 
on verra que suivant la compara ison entre k et p, il sera n6cessaire de dist inguer deux 
cas: soit la premiere contrainte impl ique la r6alisation de la deuxibme, soit les deux 
contraintes ont ind6pendantes. Nous allons diviser cette g6n6ralisation en deux 
parties qui vont s'av6rer totalement diffdrentes. De la deuxiEme partie, qui d6ve- 
loppe les cas oO p_> k, nous d6duirons le resultat suivant: Vk < A, il existe un graphe 
G k-connexe de degr6 maximum A et un entier p tel qu 'une extension par pas de 
p soit possible sans remail lage. 
6.1. Cus p<k 
Lemme 6.1. Quel que soit le graphe initial k-connexe de degre maximum A, le 
hombre moyen de remaillage par drape d'une extension de ce graphe par pus de p 
a pour borne inf&ieure: 
ro(A, k, p) = sup(½(p(2k + I - (p + A))), 0). 
Remarque .  Pour p= 1, on retrouve bien Lemme 2.1. 
D~monst ra l ion  de Lemme 6.1. Soit r(n), le nombre de remail lages n6cessaires pour 
passer de G(n) fi G(n +p). Chaque sommet est au moins connect6 fi k autres sommets 
et au moins k -p+ 1 sont pris parmi les anciens sommets. Dans ce cas, il y a donc 
au moins p(k p+ 1) ar6tes entre Het  G. On v6rifie ais6ment que pour p_> 1 ce ce 
nombre est toujours sup6rieur fi k, et donc que la deuxi6me contrainte n 'a  pas & ~tre 
prise en cornpte. On en d6duit donc que 
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3(n +p) - d(n) =p(A - k) + 2r(n) -p (k -p  + 1) 
= p(A - 2k + p - 1) + 2r(n). 
Avec le mSme argument que pour Lemme 2.1, on en d6duit que ro(A,k, p)>- 
~p(2k-p+ l -A ) .  [] 
Tout d 'abord,  nous allons adapter Proposit ion 4.1 au cas qui nous int6resse ici. 
Proposit ion 6.2. Soient G = (X, E), un graphe k-connexe, et E o un sous-ensemble 
d'ar~tes de G tel que G-E  o soit (k -  l)-connexe. On appelle V(Eo) l'ensemble des 
sommets incidents aux ar~tes de E o. Soit p un entier infdrieur b k et V un sous 
ensemble de X tel que: 
VN V(Eo)=~, [V l+ lV(Eo) l~p(k -p+l ) .  
Soit G', le graphe obtenu en ajoutant un Kp b G-E  o et en connectant chaque 
sommet du Kp ~ k -  p + 1 sommets de VU V(Eo) tel que tousles sommets atteints 
soient disjoints: G' est k-connexe. 
D6monstration. Elle d6coule directement de Proposit ion 4.1. En effet si on con- 
tracte tous les sommets Kp on obtient un graphe H, k-connexe (car p(k -p+ 1)>__ 
k). De plus on remarque que des cha~nes disjointes de H, on d6duit des chaTnes 
disjointes de G'. 
Par ailleurs des sommets du Kp ne peuvent ~tre s6par6s. [] 
Th~or~me 6.3. II ex&te b partir d'un graphe initial k-connexe de degrd maximum 
A, une extension infinie par pas de p, p < k, qui admet un nombre de remaillages 
dgal ~ ro(A, k, p). 
D6monstration. On sait d'aprbs Proposit ions 3.1 et 3.2 qu'i l  existe a0 tel que, quel 
que soit a > a0, la suite d = dl ~ d2-< "" -< du = k est la suite graphique d 'un graphe 
k-connexe dbs que ~ d i est paire. On peut donc prendre une suite telle que 
Vi k<_i<A, C>]Xil>_p 
(o0 C est une constante quelconque sup6rieure ou 6gale ~ p + 2), qui respecte la 
congruence de ~ di. 
(i) ro(A, k, p) est entier. En utilisant des arguments imilaires h ceux de la d6mon- 
stration de Th6or~me 4.5, on sait que si on choisit a suff isamment grand il existe 
un couplage de cardinalit6 6gale ~ ro(A, k, p), ne reliant que des sommets de degr~ 
A, tel que sa suppression dans le graphe n'abaisse la connexit~ que d 'un au plus. 
Soit H le  graphe obtenu en supprimant ce couplage, en ajoutant un Kp et en le 
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connectant de la faqon suivante: soit N= {x], x2 . . . . .  xp} les sommets du Kp, on relie 
chaque x, ~un sommet exactement de chaque Xj (G)  pour tout k<_j<_A et 
2k-A-p  des sommets incidents aux aretes du couplae. 
D'aprbs Proposi t ion 6.2, le graphe obtenu est k-connexe, d 'o rdre  superieur a a0- 
De plus oil a: 
C>lXii'>p Vi k<_i<A 
et donc l 'extension peut se poursuivre de la meme manibre. 
(ii) Si ro(A, k, p) n'est pas entier alors k<A.  En effet pest  forcament impair ,  on 
en d6duit que 2k -A  est impair  et done que A est impair;  si A =k ,  tous les  graphes 
de la famille doivent atre A-r6guliers et doric d 'o rdre  pair,  ceci est impossible car 
pest  impair.  
On prend un graphe G qui a les  memes propri6t6s que celui de (i). A la premibre 
Crape on fait ro(A,k ,p)+½ remail lages el on connecte de la meme manibre que 
pr6cedemment saul  qu 'un des nouveaux sommets n'est pas connect6 ~. un des 
sommets de degr6 A -1  (d'aprbs la remarque k<A,  on sait qu' i l  en existe). 
Propos i t ion 6.2 garantit  la k-connexit6 du graphe G '  obtenu. En plus des propriet6s 
de G, on a ]X~_ I]_>p+ 1. A l '6tape suivante, on fair doric un remail lage de moins 
et un des nouveaux sommets est connect6 ~ deux sommets de degr6 A - 1. Le graphe 
G" possbde toutes les proprietes de Get  donc l 'extension peut etre refaite inde- 
f iniment. ! 
6.2. Cas p>_k 
Proposilion 6.4. Si k A, il existe un graphe initial G k-connexe, de degrd nlaximun~ 
~d et une extension par pas de p, p >_ k, de ce graphe avec k ½ (A + 1 )J remaillages i 
et seulement si Ap =-0 mod 2. De plus cette borne est la meilleure possible. 
D~monstration. 
Cas 1 : A et p impairs. Comme A : k, tous les  graphes de la famille devront 6tre 
A-regul iers et donc d 'o rdre  pair. Or G(n) et G(n+p)  ne peuvent etre tous deux 
d 'o rdre  pair s ip  est impair .  Darts ce cas, l 'extension est doric toujours impossible. 
Cas 2: J est pair. A chaque etape de l 'extension les graphes doivent atre A- 
r,Sguliers. Pour connecter le nouvel ensemble de sommets,  il faut "fi chaque lois 
l iberer au moins k l iaisons et donc proceder a au moins '~A remail lages. 
Pour montrer  l 'existence de l 'extension, nous allons montrer  un lemme inter- 
mediaire: 
Lemme 6.4.1. Vp >_ k, k = A, il existe an graphe H, A-rfgulier h p + 1 sommets, 
k-connexe. 
D~monstration. La suite d I = d 2 ... dp +1 A est graphique. En effet la somme 
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des degres est proportionnelle ~.A et est donc paire. D'autre part A~, tel qu'il a 6t6 
defini darts la preuve de Proposit ion 3.1, est toujours positif: 
(i) fl<_A, A~=f l (p -A  +2). Comme p>k et k=A,  la conclusion s'impose. 
(ii) f l>A,  A /~=f l2 - ( l+2A) f l+(p+l )A .  Le determinant de ce polyname est 
4A(A -p )+ 1. Ce determinant est toujours negatif si p>A,  et donc darts ce cas A/~ 
est positif. Comme A = k et p-> k, le seul cas problematique est p = k = Aet  le graphe 
Kp+ 1 convient. 
Montrons que cette suite graphique peut etre celle d 'un graphe k-connexe dans 
le cas p--/:A. En effet, on a bien: 
Vi, d~>_k, 
p+l  k - I  
di>_Z(p+l-k)+ Z di-(k-1)(k-2), 
i k i=1 
cette expression est equivalente ~ (p -A)>_0 ,  qui est bien verifiee. [] 
Le graphe H '  obtenu en enlevant un sommet x ~ H est donc (A - 1)-connexe, 
possede p sommets dont A sont de degre A - 1. Soit Gun  graphe A-regulier, A- 
connexe et d 'ordre assez grand pour garantir l'existence d 'un couplage E0 a ½A 
ar~tes qui ne fait pas baisser la connexite de plus d 'un si on l'enlbve (l'existence de 
G est prouvee par la demonstration de Theor~me 4.5). Soit H' ,  le graphe A-regulier 
obtenu ~ partir de G-E  o et de H-  {x} en ajoutant un couplage entre les sommets 
de degre A -  1 de G-E  0 et ceux de H-  {x}. 
On remarque que: 
-des  cha~nes de H, on deduit des cha~nes de H' ,  
- '¢z 6 G, il existe k cha~nes de z ~ V(Eo) et Yy ~ H, il existe k cha~nes de y ~ x, 
- Proposit ion 4.1 implique qu'en contractant les sommets de H-  {x}, on obtient 
un graphe k-connexe. 
Ces trois remarques assurent la k-connexite de H'.  
Cas 3: Si A est impair, on refait les m~mes demonstrations mais en utilisant cette 
lois Lemme 6.4.2: 
L e m m e  6.4.2. '¢p, A, il ex&te un graphe H d'ordre p + 1 ~t p sommets de degrd A 
et un de degrd A + 1 qui est A-connexe. 
C'est le sommet de degre A + 1 qui sera utilise comme sommet x. Le nombre de 
remaillages dans ce cas sera evidemment ½(A + 1) et c'est le meilleur possible. 
Th~or~me 6.5. Si p>-k, il existe un graphe k-connexe de degrd maximum A et une 
extension par pas de p sans remaillage gt partir de ce graphe si et seulement si k -~ A. 
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D~monstrat ion.  La condit ion k:/:A est n6cessaire d 'apr6s Propos i t ion 6.4. Si k=/:A, 
on prend le graphe H tel qu' i l  a 6t6 ddfini dans Lemme 6.4.1 et G avec au moins 
k sommets de degrd k. Avec les memes remarques que celles de la d6monstrat ion 
de Propos i t ion 6.4, on sait que l 'ad jonct ion d 'un  couplage entre les sommets de 
degr6 k -  1 de H et k sommets de degrd k de G donne un graphe H' ,  k-connexe, et 
qui a de plus k sommets au moins de degr6 k. Cette extension, sans remail lage, peut 
donc etre inddfiniment continude. 
Proposit ion 6.6. Vk <A, il existe P0=Sup(2k+ 1-A ,0)  tel que: 
-Vp>_po, il existe une extension (A, k, p) d'un graphe sans remaillage, 
- Vp<po, il n'existe pas d'extension (A, k, p) d'un graphe sans remaillage. 
D~monstrat ion.  Soit f~j,a p (2k+l - (A  +p)) .  Cette fonction s 'annule en 0 et 
2k+ 1 -A  et elle ne peut ~tre posit ive qu'entre ces deux valeurs. En prenant p0 = 
(2k+l -A) ,  on constate que la prop osit ion est vdrifide. 
En effet si P<Po, on est obl igatoirement dans le cas p<_k et comme r0(d, k, p )> 
r0(A, k, P0) -  0 on est oblige de faire des remail lages d 'aprbs Lemme 6.1. Si P>-Po 
et p < k alors to(A, k, p)<_ ro(A, k, Po)= 0 et done il existe une extension infinie sans 
remail lage d'apr6s Th6or6me 6.3. Si P>-Po et p>_k alors d 'apr6s Thdorbme 6.5, il 
existe toujours une extension (zl, k, p) infinie sans remail lage. E~ 
Annexe A. R~sultats pratiques zl = 6 et k = 4 
Une dizaine d'extensions ont dtd faites jusqu'/t  37 sommets avec l 'a lgor i thme 
tota lement al6atoire Aet  avec l 'a lgor i thme B qui ont dt6 ddfinis dans Section 5. Le 
graphe initial choisi est toujours le marne 5. savoir: un K 5 plus 3 sommets reli6s par 
une chaine, le premier sommet de la chaine est relid /l 4 sommets disjoints du K s, 
et les deuxi6me et troisiame ~ 3; on remarque qu' i l  y a ainsi 10 arrivdes sur le K 5, 
on s 'arrange pour que chacun de ses sommets air deux arrivdes. Nous donnons ici 
les rdsultats des diverses simulat ions ous la forme de Tableau 1. 
Tableau 1 
Diambtre moyen Meilleure valeur Algorilhme B Algorithme A
th6orique 
Minimum 1,833 2,017 2,102 
Maximum 1,833 2,057 2,152 
Moyennc 
sur 10 ex6cutions 1,833 2,034 2,124 
Ici nous avons ex6cut6 les deux algorithmes jusqu'/t  l 'obtent ion de graphes 
d 'o rdre  287 sommets et nous comparons  tous les 25 sommets le diam6tre moyen des 
graphes obtenus (Tableau 2). 
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T~bleau 2 - 
Valeur theorique optirnale A lgor i thmeB Algor i thmeA 
37 1,833 2,033 2,122 
62 2,311 2,324 2,482 
87 2,511 2,532 2,671 
112 2,622 2,655 2,854 
137 2,691 2,730 3,002 
162 2,739 2,785 3,099 
187 2,774 2,831 3,219 
212 a 2,919 2,977 3,334 
237 a 3,021 3,116 3,404 
262 a 3,126 3,241 3,476 
287 a 3,203 3,308 3,528 
a La distance moyenne a 6t~ calcul6e sur 50 sommets uniform~ment repartis par rapport a leur ordre 
d'arriv6e dans le graphe. Pour les graphes/t 212 et 237, la valeur exacte de la distance moyenne a 6t6 
calculee. Elle ne diffbre de cette valeur approchee que pour le 4ieme chiffre significatif. 
La dernibre serie de s imulat ion porte sur des graphes plus grands. L 'extension a
6t6 faite jusqu'& un graphe d 'ordre  1000. Le diambtre moyen a 6t6 calcul6 tous les  
100 sommets.  La distance moyenne pour gagner du temps de calcul a 6t6 calcul6e 
sur 21 sommets uni form6ment repartis par rapport  ~. leur ordre d'arr iv6e sur le 
graphe. Ce choix ne modif ie pas sensiblement les r6sultats donnes (Tableau 3). 
Tableau 3 
Valeur th6orique optimale Algorithme B Algorithme A 
200 2,854 2,909 3,296 
300 3,237 3,357 3,567 
400 3,429 3,521 3,726 
500 3,543 3,646 3,883 
600 3,619 3,738 4,009 
700 3,674 3,749 4,118 
800 3,715 3,823 4,202 
900 3,746 3,859 4,283 
1000 3,772 3,954 4,356 
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